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ة ال  سادسةالمحاضر

 تابع الظل: 

 بالشكل: 
ً
 يُعطى تعريفا

𝑡𝑎𝑛 𝑧 =
𝑠𝑖𝑛 𝑧

𝑐𝑜𝑠 𝑧
 

 : وهو تابع

  تحليلي علℂ\{
𝜋

2
+ 𝜋𝑘 ∶ 𝑘 ∈ ℤ} . 

  .فردي 

  دوري دوره𝜋 . 

 تابع التظل: 

 بالشكل: 
ً
 يُعطى تعريفا

cot 𝑧 =
cos 𝑧

sin 𝑧
 

 : وهو تابع

  تحليلي علℂ\{𝜋𝑘 ∶ 𝑘 ∈ ℤ} . 

  .فردي 

  دوري دوره𝜋 . 

 ملاحظة: 

 ن أحده  حاصل قسمة )جداء( تابعي 
ّ
ي هو تابع فرديإن  . ما فردي والآخر زوج 

  . ي  هو تابع زوج 
ً
ن معا  أو زوجيي 

ً
ن معا ن فرديي   حاصل قسمة )جداء( تابعي 

ّ
 إن

 
ّ
 : 𝝅هو تابع دوري دوره  𝒕𝒂𝒏إثبات أن

𝑡𝑎𝑛 𝑧 =
𝑠𝑖𝑛 𝑧

𝑐𝑜𝑠 𝑧
=

𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

𝑖(𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧)
=

𝑒2𝑖𝑧 − 1

𝑖(𝑒2𝑖𝑧 + 1)
 

𝑡𝑎𝑛(𝑧 + 𝜋) =
𝑒2𝑖(𝑧+𝜋) − 1

𝑖(𝑒2𝑖(𝑧+𝜋) + 1)
=

𝑒2𝑖𝑧+2𝑖𝜋 − 1

𝑖(𝑒2𝑖𝑧+2𝜋𝑖 + 1)
=

𝑒2𝑖𝑧 − 1

𝑖(𝑒2𝑖𝑧 + 1)
= 𝑡𝑎𝑛 𝑧 

 
ّ
 : 𝝅هو تابع دوري دوره  𝒄𝒐𝒕إثبات أن

𝑐𝑜𝑡 𝑧 =
𝑐𝑜𝑠 𝑧

𝑠𝑖𝑛 𝑧
=

𝑖(𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧)

𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧
=

𝑖(𝑒2𝑖𝑧 + 1)

𝑒2𝑖𝑧 − 1
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𝑐𝑜𝑡(𝑧 + 𝜋) =
𝑖(𝑒2𝑖(𝑧+𝜋) + 1)

𝑒2𝑖(𝑧+𝜋) − 1
=

𝑖(𝑒2𝑖𝑧+2𝜋𝑖 + 1)

𝑒2𝑖𝑧+2𝑖𝜋 − 1
=

𝑖(𝑒2𝑖𝑧 + 1)

𝑒2𝑖𝑧 − 1
= 𝑐𝑜𝑡 𝑧 

ي والتخيلي لــ  الجزأينأوجد  تمرين: 
𝑐𝑜𝑡الحقيق  𝑧 , 𝑡𝑎𝑛 𝑧 . 

 لدينا الحل: 

𝑡𝑎𝑛 𝑧 =
𝑠𝑖𝑛 𝑧

𝑐𝑜𝑠 𝑧
=

sin 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦 + 𝑖 cos 𝑥 . 𝑠ℎ 𝑦

cos 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦 − 𝑖 sin 𝑥 . 𝑠ℎ𝑦
 

ب بمرافق المقام  : بالضن

=
(sin 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦 + 𝑖 cos 𝑥 . 𝑠ℎ 𝑦). (cos 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦 + 𝑖 sin 𝑥 . 𝑠ℎ𝑦)

(cos 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦 − 𝑖 sin 𝑥 . 𝑠ℎ𝑦). (cos 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦 + 𝑖 sin 𝑥 . 𝑠ℎ𝑦)
 

=
(sin 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦)(cos 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦) + (sin 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦)(𝑖 sin 𝑥 . 𝑠ℎ𝑦) + (𝑖 cos𝑥 . 𝑠ℎ 𝑦)(cos𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦) − (cos𝑥 . 𝑠ℎ 𝑦)(sin 𝑥 . 𝑠ℎ𝑦)

(cos 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦) 2 + (sin 𝑥 . 𝑠ℎ𝑦) 2  

 
ّ
ي والتخيلي  ومنه فإن

ن يعطيان بالمساوا الجزء الحقيق   : تي 

𝑢 =
(sin 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦)(cos 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦) − (cos 𝑥 . 𝑠ℎ 𝑦)(sin 𝑥 . 𝑠ℎ𝑦)

(cos 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦)2(sin 𝑥 . 𝑠ℎ𝑦)2
 

𝑣 =
(sin 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦)(sin 𝑥 . 𝑠ℎ𝑦) + (cos 𝑥 . 𝑠ℎ 𝑦)(cos 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦)

(cos 𝑥 . 𝑐ℎ 𝑦)2(sin 𝑥 . 𝑠ℎ𝑦)2
 

ي والتخيلي لــ 
cotباتباع نفس الخطوات، نوجد الجزأين الحقيق  𝑧 . 

tan حل المعادلة  : تمرين 𝑧 = 𝑖 . 

 الحل: 

tan 𝑧 = 𝑖 ⟺
𝑒2𝑖𝑧 − 1

𝑖(𝑒2𝑖𝑧 + 1)
= 𝑖 ⟺ 𝑒2𝑖𝑧 − 1 = −(𝑒2𝑖𝑧 + 1) 

⟺ 2𝑒2𝑖𝑧 = 0 

 المعادلة مستحيلة الحل وذلك لأجل أي 
ّ
 . ℂمن  𝑧ومنه فإن

tan حل المعادلة  : تمرين 𝑧 = 2𝑖 . 

 الحل: 

tan 𝑧 = 2𝑖 ⟺
𝑒2𝑖𝑧 − 1

𝑖(𝑒2𝑖𝑧 + 1)
= 2𝑖 ⟺ 𝑒2𝑖𝑧 − 1 = −(2𝑒2𝑖𝑧 + 2) 

                     ⟺ 𝑒2𝑖𝑧 = −
1

3
⟺ 𝑒−2𝑦+2𝑖𝑥 =

1

3
𝑒𝑖𝜋 
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                          ⟺ 𝑒−2𝑦 =
1

3
   ,     2𝑥 = 𝜋 + 2𝜋𝑘 ∶ 𝑘 ∈ ℤ 

 وبالتالي ف
ّ
عطى بالمساواةإن

ُ
 :  حلول المعادلة ت

𝑧𝑘 = 𝑥 + 𝑖𝑦 =
𝜋

2
+ 𝜋𝑘 + 𝑖

1

2
𝑙𝑛 3 

 : ملاحظة

,𝑐𝑜𝑡 𝑧لإيجاد حل معادلة تحوي  𝑡𝑎𝑛 𝑧, 𝑐𝑜𝑠 𝑧 , 𝑠𝑖𝑛 𝑧 ّنحولها إل معادلة أسية ومن ثم ،

 نحل المعادلة الأسية كما تعلمنا. 
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